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SUPPLEMENTARY  TEXT  #S3 
Derivation of the GEM‐Based Inter‐Stride Optimal Controller for Treadmill Walking 

 

 
We start by defining the goal function F: 

  nn vTLF −= ,   (8) 

which, when set equal to zero, gives a specific hypothesis on the strategy (see Eq. 2) used by subjects to carry 
out the treadmill walking task (Eq. 1).  That is, when F = 0 the task is executed perfectly, in that at stride n the 
speed,  nn TL , exactly equals  v , the treadmill speed.   Thus, deviations away from zero  in the value of the goal 

function represent the error  in the task execution. We also define the distance D of the current state  [ ]nn LT ,  

from  [ ]**, LT , a preferred operating point (POP), as: 

  ( ) ( )2*2* LLTTD nn −+−= .   (9) 

Thus, D = 0 corresponds to walking exactly at the POP. 
 
The inter‐stride dynamics for the task is modeled as an update map with controllers  ( )nn LTu ,1  and  ( )nn LTu ,2  as: 

  ( ) 3311111 1 νσνσ +++=+ ugTT nn    (10a) 

  ( ) 4422221 1 νσνσ +++=+ ugLL nn    (10b) 

where: the stride time‐length pair  [ ]nn LT ,  serves as the state variable; g1 and g2 are gains; the νk  { }( )4,3,2,1∈k  

are independent random variables with zero mean and unit variance; and the σk give the standard deviations of 
each noise term.  We note that Eq. (10) can be put into vector form as (see also Eq. 5): 

  ( ) ( ) ηxuxx +++=+ nnn NIG1 ,   (11) 

where  [ ]T
nnn LT ,=x ,  [ ]T

4433 , νσνσ=η , I is the 2×2 identity matrix, and the diagonal noise and gain matrices N 
and G are given by 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

22

11

0
0
νσ

νσ
N      and      ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

0
0
g

g
G ,   (12) 

respectively. 
 
It  is  important to emphasize that the above controller  is only  intended to model the  inter‐stride dynamics, not 
the full neuro‐biomechanical dynamics within each walking stride.   That  is,  it represents a simple model of the 
neuro‐motor control processes that regulate fluctuations away from perfect performance by adjusting the stride 
time  ( )nT  and length  ( )nL , which should be thought of as control parameters for the neuro‐biomechanical action 

required to generate each individual step.  Thus, our model implies an overall hierarchical control of locomotion 
in which  the  inter‐stride  controller  of  Eq.  (10)  provides  error  correction  to  an  intra‐stride  controller  that  is 
approximately  “ballistic”  or  “feed‐forward”  during  each  individual  step.   While  real  humans  certainly  apply 
continuous on‐line control within each stride, there is no loss of generality here because the discrete inter‐stride 
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controller of Eq. (10) can be thought of as representing the summed or net effect of this on‐line control, enacted 
over one complete gait cycle. 
 
We  find  the  control  inputs u1 and u2 by  solving a  classic quadratic optimal  control problem with an equality 
constraint (see e.g., [95‐98]).  The controllers are chosen to be optimal with respect to the expected value of a 
cost function with the general form: 

  2
2

2
1

22 uupeC δγβα +++= ,   (13) 

in which  e  represents  the error  in  the  stride‐speed  (i.e.,  the deviation of F  from  zero), and p  represents  the 
distance from the POP (i.e., the deviation of D from zero), both at step n + 1.  As described below, the constraint 
arises because we further specify our model by requiring u1 and u2 to be single step, unbiased controllers that 
seek to drive Eq. (8) to zero at each stride. 
 
The form of Eq. (13) is sufficiently general to include all cases studied in this work.  Specifically, when β = 0, the 
resulting controller corresponds to the ideal Minimum Intervention Principle (MIP) case, whereas for β > 0 the 
system contains a preferred operating point (POP).  Furthermore, the gains in Eq. (10) are initially both set to g1 
= g2 = 1 to find the optimal control  inputs, as  in what follows.   Then, given these optimal  inputs, which, as we 
show below  are  linear  in  the  state  [ ]nn LT , , we  can  then use non‐unity  gains  as  a  simple means  to  tune  the 

control away from optimality for the overcorrecting (OVC) case. 
 
Given the above structure, the first step in finding the controllers is to substitute for e and p using F and D from 
Eqs. (8) and (9), respectively, into Eq. (13): 

  ( ) ( ) ( )[ ] 2
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11 uuLLTTvTLC nnnn δγβα ++−+−+−= ++++ ,   (14) 

Then,  1+nT  and  1+nL  are replaced with the right hand sides of the map defined by Eqs. (10) to give: 
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We next expand Eq.  (15) and  take  its expected value,  [ ]CEC = , using  the  fact  that  the noise processes have 

zero mean, unit variance, and are uncorrelated.   That  is, we set  [ ] 12 =kE ν  and  [ ] 0=kE ν   for  { }4,3,2,1∈k , and 

[ ] 0=mkE νν  for  mk ≠ .  This gives: 
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The minimum of  C  occurred when  the  state was exactly on  the GEM  (e = 0) and  (if β > 0) at  the preferred 
operating point (p = 0), so that the control efforts u1 and u2 were also zero.  The two noise terms in Eq. (11), N 
and η, however, had the effect that the state, xn, never completely converged onto the GEM.   At each stride, 
this controller attempted to correct the error from one previous stride only. 
 
The  requirement  that  the  single‐step  controller be unbiased means  that  it  is perfect on average,  so  that  the 
expected value of the goal function F (i.e., the error) at the next step, n+1, is zero: 

  [ ] 011 =−≡ ++ nn vTLEF .  (17) 

Substituting for  [ ]11, ++ nn LT  in F using Eqs. (10) and taking the expected value thus yields a constraint  [ ]FEF =  

on the controller dynamics as 
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  ( ) nn LuvTuF +++−= 21 .  (18) 

We then form the augmented Lagrangian, Λ, as [95‐98]: 

  FC µ−=Λ .  (19) 

where µ  is a Lagrange multiplier.   The optimal controllers extremize Λ.   We thus differentiate the augmented 
Lagrangian and set the resulting expressions equal to zero to form the system of algebraic equations: 
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After making appropriate substitutions for C  and  F  and reducing, these expressions yield: 
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  ( ) ( )[ ] ( ) 022222112 *2
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Using the above equations, together with the constraint of Eq. (18) allows one to solve for u1 and u2. (One can 
also solve for the Lagrange multiplier, µ, however we do not use it here.) 
 
The optimal controllers obtained via the above procedure were found to be: 
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Examination  of  the  above  result  indicates  that  in  this  case  the  controllers,  due  to  the  linearity  of  the  goal 
function Eq. (8), are  linear  in the state  [ ]nn LT , .  In fact, for both the MIP and POP controllers, by  incorporating 

Eqs. (22) into Eq. (10) the vector form of the update map Eq. (11) can be put into the form: 

  ( ) ηyyy +++=+ nnn GANI1 ,   (23) 

where for control  inputs  [ ]Tuu 21,=u , A  is a 2×2 matrix defined by  nAyu =  and  ny   is the appropriate state at 

stride n.   For  the  0=β  case,  the  state  is  [ ] n
T

nnn LT xy == , , whereas  for  0>β ,  [ ]Tnnn LLTT **, −−=y .   Thus, 

since the optimal matrix A is derived with the gain matrix set equal to the identity matrix,  IG = , it is clear that 
for  IG ≠ , the effective controller matrix, GA , is sub‐optimal with respect to the cost function Eq. (13). 
 
 
 

References Cited: 

95. Luenberger DG, Ye Y (2008) Linear and Nonlinear Programming. New York: Springer Science+Business Media. 

96. Kirk DE (2004) Optimal Control Theory: An Introduction. Mineola, NY: Dover Publications. 

97. Ogata K (1995) Discrete‐Time Control Systems. Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall. 

98. Stengel RF (1994) Optimal Estimation and Control. Mineola, NY: Dover Publications. 

 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


